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Mersenne 数 的 Smarandache 函数 值 的 下 界 
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摘要 : 对 于 正 整 数 m， 设 S$(m) 是 于 的 Smarandache 函数 。 对 于 素数 p,， 设 邮 , =2 -1 是 
Mersenne 数 。 文 中 运用 初等 方法 讨论 了 S( 有 7) 的 下 界 。 证 明了 : 对 于 任何 正 整数 YY， 如 果 
六 9x (logr +1) ， 则 必 有 3S(M) 2xzp +1l。 
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The lower bound for Smarandache functions values 


of Mersenne numbers 
WANG Xiao 直 an 


( Economy and Finance School，Xi“an International Studies University，Xi“an 710127， Chinal) 
Abstract: For any positive integer mn，Let S( m) be the Smarandache function of mn For any prime p，let M 二 
27” -1 be a Mersenne number， In this paper，by using some elementary methods，the lower bound for S( 1 ) 
汪 7 。 2 3 
is discussed，It is proved that，for any positive integer x， 让 忆 三 9x (logx +]1) then S(M) =2xzp +1 
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设 N 是 全 体 正 整数 的 集合 .对 于 素数 p， 形 如 + 居 的 正 整 数 .本 文 将 对 S(M,) 的 下 界 证 明 以 下 
2 - ]1 的 正 整数 称 为 Mersenne 数 ， 记 作 1, .长 期 一 般 性 的 结果 。 
以 来 , Mersenne 数 的 算术 性 质 一 直 是 数论 中 引 人 定理 1 对 于 任何 正 整数 xx， 如 果 pm = 
关注 的 研究 课题 ( 参见 文献 叫 的 问题 A3) .本 文 9x(logr + 1 ， 则 必 有 (ML) >2xzp + 1。 
将 讨论 Mersenne 数 的 Smarandache 函数 值 的 下 界 


1 若干 引 理 

对 于 正 整数 "”， 设 

S(m = minfmlmeN nlmll， (1) 引 理 1 对 于 正 数 y， 必 有 y > log(1 +y) > 
称 为 于 的 Smarandache 本 数 。2011 年 ， 乐 茂 华 吕 yX(1 +Y) 。 
证 明了 : 当 P 是 奇 素数 时 ，S$( ML,) > 2p + 1。2008 证 明 参见 文献 四 第 5.1 节 。 
年 ， 苏 娟 丽 ”” 证 明了 : 当 P > 7 时 ,，S(M) > Gp 引 理 2 ”对 于 正 整数 纪 ， 必 有 
+ 1。2010 年 , 温 田 丁 晶 进一步 证 明了 : 当 ，> 17 5 ER 羡 
时 , S( 吃 ) > 10p + 1。 此 后 , 李 粉 菊 和 杨 畅 宇 8 ， 行 亚 


ER 
石 哆 和 刘 卓 分 别 兰 上 述 结果 推广 到 了 形 如 站 
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存在 正 整数 对 可 使 式 (2) 不 成 立 , 则 可 设 是 不 
满足 式 (2) 的 最 小 正 整 数 。 此 时 , 和 > 1，, 而 且 襄 
满足 


史 二 过 庆 (而 三 科 + 1 (3) 
21 7 

以 及 
和 如 ] 
》 一 > logjio +1。 (4) 
7 九 =1 7 


然而 ,根据 引 理 1， 从 式 (3) 和 (4) 可 得 
寺 > logku - (logju -1) = 


0 


1 
| 7 (5) 


这 一 矛盾 。 因 此 任何 正 整数 上 都 满足 (2) 。 证 完 。 


引 理 3 设 c 和 是 适合 c > 1 以 及 > 
max{ 4,aj 的 实数 。 如 果实 数 z 满足 

2Z < alogz +0， (6) 
则 必 有 z < 4cb。 

证 明 设 实 本 数 

及 az =z-alogz-0。 (7) 


当 z = 4ob 时 ,如 果 z 满足 式 (6) ， 则 从 4cp < 
al(log4 + loga + logb) + 可 得 4 < (log4) [2 + 
(loga) 履 + (logb) + 1Xa < 4 这 一 矛盾 。 因 此 有 
及 4ab) 三 0。 (8) 
从 式 (7) 可 知 几 z) 的 导 画 数 六 z) = 1 -ao/z， 
所 以 当 z > c 时 ， 必 有 广 (z) > 0。 因 此 ,， 当 z > wa 
时 , 九 z) 是 递增 酚 数 ; 故 从 式 (8) 可 知 > > 4 
时 ， 必 有 九 zj > 0。 于 是 ， 从 式 (7) 可 知 : 如 果 : 
满足 式 (6) , 几 z) < 0， 所 以 z < 4a20。 证 完 。 


引 理 4 如 果 ”= "02…9 才 是 正 整 数 " 
的 标准 分 解 式 则 Sm = max{S( do) ， 
S(d22) 7“ Soe)} 。 

引 理 5” 对 于 素数 " 以 及 正 整 数 "， 如 果 
和 4 则 3S(9) = qr。 

引 理 6 如 果 7 是 双 , 的 素 因 数 , 则 必 有 1 
= 1( mod2p) 。 


2 定理 1L 的 证 明 


从 文献 印 的 结果 可 知 本 定理 在 * 三 5 时 成 
立 ， 因 此 以 下 仅 需 讨论 x > 5 时 的 情况 。 设 

有 =2 -1 = 0192201 (9) 
是 Mersenne 数 吧 , 的 标准 分 解 式 ， 其 中 qd ，942 >， 


和 7 旦 活 公 
? (人 和 候 吉 口 
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dg Kg < < 7 (10) 
的 奇 素数 。 根 据 引 理 6 可 知 v, = 1( mod2p) (; = 
1，2，…， 万) ， 故 有 
qi =2sD+1ls ENI=1，2，…，7 
(11) 
并 且 从 式 ( 10) 可 知 
1 二 3 < ( 12) 


因为 从 式 (11) 可 知 
qd =(2sp+l)7>m >22-1= 有 =1， 
人 
所 以 从 式 (9) 可 得 
让 ( 13) 
因此 , 根据 引 理 4 和 5， 从 式 (9) 和 (13) 可 知 
S(M1) = 
maxf SU9i 1) ;3S( 092) 人 de } 三 
maxf qir，qr，…，qgir。 ( 14) 
如 果 S$(M) < 2xp +1， 则 有 SS(M) < 2xp。 
此 时 从 式 (11) 和 (14) 可 得 


4X 三 max{ 2 2 ， 人 人 > 
妇 2 27 
max{f msi，r2s ，… Ts (15) 
由 于 从 式 (12) 可 知 % = &， 所 以 从 式 ( 15) 可 知 
六 < 三 = 1 2，…， 有 大， (16) 
Si 
S 5 … 大， (17) 
三 
以 及 
天 < Mo ( 18) 


根据 引 理 1， 从 式 ( 11) 和 ( 16) 可 知 
logq”= rlog(2sP +1) < 


ri(log(2sp) + 一) 
25 和 


< 三 人 logp + log2 + logs; 二 二 ， 
3; 25i 
1 = 1 ，2，…，[。 ( 19) 


因为 2 < 2" - 1, 所 以 从 式 (9) 和 (19) 可 得 


zi=1 Si i=L S 
5 Si | 5 
由 于 从 式 ( 12) 可 知 *， > ii =1，2，…， 介 ? 所 以 


根据 引 理 2， 从 式 (18) 可 得 
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天 1 天 1 
> 一 和 >》 一 <logr+l < logx +1。 


又 因 从 式 (17) 可 知 logs，< logx(1 人 

已 ， 故 从 式 (21) 可 得 

由 于 x > 5， 将 式 (21) 和 (22) 代入 式 (20 

x(logx +1) 

2Z“ loz 

因此 , 根据 引 理 2， 从 式 (23) 可 知 : 如 果 S(M ) 

< 2xp +1， 则 z 满足 

4x(logx +1)” 
(log2) 

于 是 ,从 式 (24) 可 知 : 当 P = 9x (logx + 1) >” 时 ， 

必 有 S(W) = 2xp + 1。 定 理 证 完 。 


参考 文献 : 


四 GUY R KUnsolved Problems in Number Theory， 


(logx) ( logx + 1) 。 ( 22) 


) 可 知 


2 
logp 二 zlogx + 1 2 1 。 (23) 


忆 < < 9xz (logx +1) 。(24) 


( 上 接 第 366 页 ) 
易 知 C; 映 忆 ， 交 , 可 入 C 史 可 为 增 算 子 ( 见 文献 
B 定理 4 证 明 ) , 令 4 = 六 本 C; 玉 由 广 的 混合 
单调 性 可 得 ,， 玉 是 混合 单调 算 子 ， 则 

人 之 720， ( 11) 
再 由 引 理 2 可 知 ,4 为 混合 单调 算 子 。 显 然 
Volterra 积分 方程 组 ( 9) 可 转化 为 如 下 算 子 方程 
组 : 

人 = 4( zu) 

0 = 4(vz) 
因 克 太 可 和 C 忆 本 是 半 序 Banach 空间 , 则 
C 岂可 是 半 序 加 群 ,， 六 岂可 是 序列 相 容 的 半 
序 拓 扑 空 间 。 由 Hs) 可 得 ， 0 到 4(zo， 20) ， 
4(wm， mm) 友 m。 因 五 是 自 反 的 ， 再 由 引 理 5 可 知 
忆 .岂可 是 自 反 的 ,再 由 己 的 正规 性 及 引 理 6 可 
知己 是 忆 可 中 的 正规 逢 ， 从 而 忆 也 是 正则 


大 


( 12) 


的 ,由 式 (11) 可 得 玉 (D x 刀 是 按 序 有 界 的, 故 
及 ( 忆 xx 用 ea 有 (D x D) 也 是 拟 可 


分 的 拟 列 紧 集 。 因 此 , 由 定理 1 可 得 , 4 有 最 大 耦 
合 不 动 点 和 最 小 耦合 不 动 点 ， 故 Volterra 积分 方 
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程 组 ( 9) 存在 最 大 耦合 拟 解 和 最 小 耦合 拟 解 。 证 


毕 。 
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